MATEMATICA 4 - Analisis Matematico 111 Primer Cuatrimestre de 2018

Practica 2
Nociones topdlogicas en analisis complejo

1. a) Sea (zp)n>1 C C, probar que
zn — 2z si y sblo si Re(z,) — Re(z) e Im(z,) — Im(z2)

b) Probar que la sucesion (z,)n>1 C C es de Cauchy si y solo si lo son las sucesiones
reales (Re(zp,))n>1 € (Im(2p))n>1.

c) Pruebe que: z, — z = |z,| — |z|. (Bajo qué condiciones vale la reciproca?
Puede volver a pensar este inciso luego de realizar el ejercicio 8.

2. Escribir los primeros términos y calcular los limites de las siguientes sucesiones:

a) nin b) n<1‘2“> ¢) (H);”)n

d) cos(nw)—i—ibeiff) e) nt +2‘<n+ > f) en

Wl

2 (5) 9 ()

3. Para cada w € C fijo, estudiar:

n

(a) la convergencia de la sucesién z, = w". En el caso en que |w| =1y w* =1
(raiz k-ésima de la unidad), ademds deduzca como se relacionan las distintas
subsucesiones constantes de (z,) con las demds soluciones de z¥ = 1.

(b) (1+w+w?+ -+ +w"), para |w| < 1.

4. Probar

lim
n—oo

a) lim f(z) =L siysélosi lim f(z)=1L

Z—20 Z—20

b) lim f(z) =L siysélosi lim Re(f(z)) =Re(L)y lim Im(f(z)) =1Im(L)

Z—20 Z—20 Z—20

5. Calcular los siguientes limites



22 4+2(1+1i)z+4i 324 =223 +822 2245

a) ZLIEIQZ‘ z+ 2t b) ,]élg z—1
52
c) lim z-z d) lim —
z——1 z—0 2
. 22422 ,zAd . 25— 3iz+ 2+
e)iﬂf(z)conf(z)_{3+2i e N I W) PN

6. Probar la continuidad de las siguientes funciones en el dominio indicado:
a) z, z, Re(z) e Im(z) en C.
1
b) S en C —{0}.

7. Hallar los puntos de discontinuidad de:

z 1
a) f(z) = b) f(z) = e*(cosy +iseny) + 1

B
(z = +1iy)

8. Sea ¢ :Cyo — (—m, 7| definida por : ¢(z) es el tinico nimero de (—m, ] tal que
z = |z| €¥(*). ;Es continua en todo su dominio? ;Dénde lo es?

Nota: dado z € C, al ntimero ¢(2) se lo llama argumento principal de z y se
lo nota: ¢(z) = Arg(z).

9. ;Cuales de las siguientes funciones se pueden definir en z = 0 de modo tal que
resulten continuas en C?

ez 2 (5} Z2
o S o
. zRe(z)

]

10. Exponencial: Se define la funcién exponencial como: e* = e*(cos(y) + isen(y)).
a) Analizar su continuidad.
b) Probar que e*T*" = e* - €% para todo z, 2’ € C.
c) Calcular: |e*| , Arge® , Re(e?) , Im(e?) , €7

d) Probar que e* # 0 para todo z € C y calcular 1/e?.



f)

g)

Mostrar que e® tiene periodo 2ms.

Hallar todos los z € C tale que e* = £1.

11. Logaritmo

a)
b)

d)

e)

Dado w € C — {0}, hallar todos los z € C tales que e = w.

Sea A C C abierto y conexo, y sean f,g: A — C continuas y tales que

JEZ, y )

para todo z € A. Probar que existe un k € Z tal que g(z) = f(z) + 2kmi para
todo z € A. Tales funciones continuas son denominadas ramas del logaritmo
en el conjunto A.
Sea A = C — RSO
i) Observar que A es abierto y conexo, y que para cada z € A, z = |z]e*479(2),
ii) Sea f: A — C dada por f(z) =In|z| +iArg(z). Probar que es una rama
del logaritmo.
iii) Escribir todas las ramas del logaritmo en A en funcién de la dada en ii).
iv) ;Siguen siendo vélidos estos resultados si se reemplaza el conjunto A por
B=C— {re'®/r ¢ Reg} donde 0 < 6 < 277
Sean ¢ , 9 dos ramas del logaritmo. ;Es cierto que ¢(e*) = 1(e*) = z para
todo z7

Calcular: Iné , In1 , In(1 +14) , %



